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Résolution de systemes d'équations non linéaires

F(x)=x-Af(x)

Mg F est une application strictement contractante (on suppose toutes les hypothéses du théoreme 3.3)
Mg qq soit (x,y) € E2, | | F(x)-F(y)[ I<k | [x-y]|

Avec k<1

Soit (x,y) € E?

| [F(x)-F(y)| |>=(F(x)-F(y), F(x)-F(y)) produit scalaire

(x-Af(x)y+Af(y), x-Af(x)-y+Af(y))

Produit scalaire applisation bilinéaire. Application a chacune de ses deux variables
(AxL+ux2,y)=A(x,y)+u(x,y)

(X Ay1+Ay2)=A(x,y)+1(x,y)

=(x-y,x-y | [-A(F(x)-F(y) | [)-A(FOx)-F(y),x-y | [-Af(x)-f(y) | ])

=(x-y,x-y)- Nx-y, f(x)-f(y))-AF(x)-F(y),x-y)+A2(f(x)-f(y),f(x)-f(y))

(x,y)=(y,x)

Norme euclidienne ou norme 2
[ lul [=V(u,u)

Donc
[ TFO)-F(y) [ 12=(x=y , x-y)-2A(x-y , f(x)-f(y))+A? (f(x)-f(y), f(x)-f(y))
=[xy [ 12-2N(x-y, f(x)-f(y))+ A?| [f(x)-f(y)| |?

Par hypothése | |f(x)-f(y)]|2<N? | |x-y]|?
(x-y, f(x)-f(y)) = a| [x-y||?

Donc | |F(x)-F(y)| [><(1-2A a+ NM?)| [ x-y] |?
=> || [F(x)-F(y)| |V (1-2N o+ T2) | [ x-y | |
L>=k

Question K>1
Par hypothése A< (2a/N?)<=> AN%<2a
<=>\2M2%-20A<0
Donc 1+A2MN%-2aA<1
Donc qq soit (x,y) € E2 | | F(x)-F(y)] |<k | |x-y| | avec k=1+A?M2-2aA<1
y(n+1)=y(n)- (f(y(n))/f'(y(n)) card=1

Jacobienne de F

f: Rd-->Rd
x-->(f1(x))
|
|
(fd(x))
Jacobienne de f en x = Df(x)= (m=n=d)
ofs 25
0y ox,,
A fm A fm
0y ox,,
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d=1=> intervalle centrée end
d=2=>B(u,2)={x €R?, | |x-u]| | <2}
u=(1)

(2)

| 1x-ul|?=(x-y, x-u)
=(x1-1)%+(x2-2)%< 4

(x1-a)?+(x2-b)?=c? cecle de centre (a,b) et de rayon ¢
Si d=3 => sphere

Chapitre 3: interpolation polynomiale et approximation

I'interpolation polynomiale: échantillonnage de points et recherche d'un polynéme qui passe par tous ces points
Approximation polynomiale: échantillonnage de points et recherche d'un polyndme qui passe au plus pres de tous les
points (idée de régression linéaire)

Rq: les polyndmes L;forment une base de I'ensemble des polynémes de degré au plus n P,
La formule de Newton:

¢ Un seul point xo
Po(x0)=f(x0) ---> polynome constant
e 2 points Xp X1
Po(x)=Po(xo)+ Ra(x)
P1(xo0)= f(xo0)= Po(xo)
P1(X1)=f(X1)
P1(x)=ax+b
R1(X0)=0
=>R1(x)=b(x-x0)
f(x1)=P1(x1)=f(x0)+Ru1(x1)=F(xo0)+b(x-xo)
=>b=f(x1)+f(xo0)=f[x0,x1]
=>P1(x)=f(xo)+f[x0,x1](X-Xo)
e 3 points Xo X1 X2
P2(x)=P2(x)+Ra(x)
P2(xo0)= f(x0)=> R1(x0)=0 car P1(xo)=f(xo)
P2(x1)= f(x1)=> R1(x1)=0 car P1(x1)=f(x1)
=>R1(x)=b(x-x0)(x-X1)
Pz(X2)=f(X2)
=>f(x2)=P1(x2)+b(x2-x0)(x2-x1)
=>b=(f(x2)-P1(x2))/(x1-x0)(x2-x1)
=>b=(f(x2)-(f(x0)+f(x0,x1)(x2,x0))/(x1-x0)(x2-x1)
=>b=(f[x1,x2]-f[x0,x1])/x2-x0= f[x0,x1,x2] ----> différence divisée.

Conclusion Py (x)=f(xo)+f[x0,x1](x-x0)+f[x0,x1,x2](x-X0)-x-x1)+ an-1 produit des (x-x;) iallantde 0a n-2
= Pp.1(x)+an produit des (x-x;) i allant de 0 & n-1

Rq th 1.5:
Prendre beaucoup de points n'améliore pas nécessairement les choses: tout dépend du choix des points
Ex: f(x)=1/(1+x?), x € [-5, 5]
si on prend des points équirépartis => oscillations.
=> phénomene de Runge.

1) Approximation au sens des moindres carrés

But: donner une approximation de la fonction f qui a pu engendre ces points en utilisant I'approximation polynomiale
par moindres carrés.
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On cherche un polyndme P (x)= ap+aix+......... +amx™

La donnée des points (x;yi) défint un systeme linéaire AX=Y a résoudre
Attention: systéeme de (n+1) équation a (m+1) inconnues!

Plus d'équations que d'inconues

Probleéme surdéterminé qui en général n'admet pas de solution.
Matrice X: m+1 lignes car m+1 données

Matrice A: n+1 lignes

Matrice Y: n+1 lignes

1) Exemple de la droite de régression linéaire

Exemple: n+1=3: (x0,y0) (x1,y1) (x2,y2)

r= AX-Y

Avec A= (x0 1) X=(a) Y= (y0)
(x1 1) (b) (y1)
(x2 1) (v2)

[ [r][%2="rr="(AX-Y)(AX-Y)= ((AX)-YY) (AX-Y)
=( XtA-LY)(AX-Y)
= IXTAAX- 2 IXTAY +tYY
‘AA=U
TAY=S
Alors | |r] |22= 'XUX-2'XS+ tYY
Avec U= (x0%+x1%+x22  x0+x1+x2)
(xO+x1+x2 3 )

S= (x0yO+x1y1+x2y2)
( yO+yl+y2 )
On doit trouver a et b tel que
Grad ('rr)=0
Grad (rr) = grad (*XUX)- 2 grad (tXS)+grad (YY)

Grad (tXUX)= 2UX
UX=( a(x0%+x12+x22)+b(x0+x1+x2) )

( a(x0+x1+x2)+3b )
XUX=a2(x0%+x1%+x22)+2ab (x0+x1+x2)+ 3b?
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Grad("XUX)=( &("XUX)/6a )=( 2a(x0%+x1%+x22)+2b(x0+x1+x2) )=2UX
( 8(*XUX)/6b ) ( 2a(x0+x1+x2)+6b )

Grad(*XS)=S

Grad('YY)=0

Donc grad(trr)= 2UX-2S=2(UX-S)=0

D'ol on doit résoudre UX=S ou encore 'AAX=tAY

2) Problémes de moindres carrés

Rappel: on appelle rang d'une matrice C et on note rg( C ) le nombre de vecteurs ligne linéairement indépendants.
Rq 2.5: semie définie positive # définie positive
Une matrice M est semi-définie positive si :

(Mx,X)=0 qq soit x

Toutes ses valeurs propres sont positives ou nulles

Démorqg 2.5
o (tAA)=PAY(TA)='AA =>symétrique
o (*AAX,x)="'AAx='(Ax)Ax= (Ax,Ax)=] |Ax]||%2 20

Note: rg (A) < m+1 ==> infinité de solutions on choisit celle dont la norme 2 est la plus petite.

Yp-Y € M orthogonale

Qq soit ©® € M(Yp-Y, ©)=0

O € M => il existe Xo tq AXe=0

Donc (Yp-Y)= (Yp-Y,AXo)={(AXo)(Yp-Y)= Xo'A(Yp-Y)=Xo(*AYp-AY)
Et (Yp-Y,0)=0qqsoit ©® ™Xe(*AYp-tAY) =0 qq soit @

tAYp-tAY=0

Yp € M => il existe /X tq A(/X)=Yp

d'ou 'AA(/X)- Y{(AY)=0

Chapitre 4 : Quadrature numérique

1) Introduction
I) Formules des rectangles

|:| formule des rectangles a gauche

|:| formule des rectangles a droite

Pl
N
N

Xi1=a Xn=b
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III) Formules de Newton-Cotes

Définitions: soit [a,b] CR
1) On appelle subdivision de [a,b] la donnée de n+1 points x0=a<x1<.......<x,=b
2) Les points x; de la subdivision sont appelés les nceuds de la subdivision
3) Lasubdivision est réguliére si son pas est constant (le pas = xi+1-Xi)
Elle est donnée par x;=a+(b-a)i/n

Yj= c+j(d-c)/n+1
j=1:yi=c+(d-c)/n+1 >c par définition de méme j=n:Y,<d

2) Formule des trapezes
Recherche de P
Sur [xi,xi+1] on va chercher le polynéme d'interpolation de f de degré 1 aux points Xi,Xi+1
P(x)= ax+b et on a:

P(xi)= f(x)
P(xi+1)= f(Xi+1)

axi+b= f(x)
axis1+b= f(xi+1)

=>a = (f(xis)- f(xi))/Xir1- X et b= ( xif(xir1)xir1f(xi))/xi-Xis1

xi+1 xi+1 xi+1 1
fl)dx =~ f P(x)dx = f (ax + b)dx = [E ax? + bx]
xi xi xi

= (FGe )% +5 FQi)x —5 fODx =5 f(X)x; ... (il manque un bout)
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